Lauko teorijos elementai



Skaliarinis ir vektorinis laukai

* Apibrézimas. Tarkime, kad () yra n-matés erdves sritis. Funkcija, kuri
kiekvienam srities taskui P i$ () priskiria skaiciy f(P), vadinama skaliarine.
Dar sakoma, kad funkcija f: Q2 — R apibreéZia skaliarinj lauka srityje Q.

« Apibrezimas. Funkcija, kuri kiekvienam srities taskui P iS () priskiria
vektoriy f(P)=(f(p), fo(P), .. fn<P>), vadinama vektorine. Dar sakoma,
kad funkcija apibrezia vektorinj lauka srityje Q.
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1.1 pav. Skaliarinis (a) ir vektorinis (b) laukai plok$tumos srityje 2: —1 <ax,y <1



Skaliarinis ir vektorinis laukai

* Skaliarinio lauko savoka yra naudojama dydziams, kuriy reikSme bet
kuriame nagrinéjamos srities taske galima iSreiksti vienu skaiciumi.
Pavyzdziui, temperatura, sleégis yra skaliariniai dydziai. Atitinkamai
naudojamos savokos: kuno temperaturos laukas, atmosferos slegio laukas.

* Vektorinio lauko savoka naudojama fizikiniams dydziams, kurie turi
krypti, pavyzdziui, oro greiCio laukui, elektriniam laukui, magnetiniam
laukui.



Invariantinis laukas

* Fizikoje skaliarinio ir vektorinio lauko savokoms taikoma papildoma
salyga.

* Reikalaujama, kad lauko reiksmeé bet kuriame srities taske priklausyty tik
nuo paties tasko, o ne nuo koordinaciy sistemos pasirinkimo, t. y. atitinkama
lauka nusakanti skaliarine (arba vektorine) funkcija turi buti invariantine.

* Pavyzdys. Invariantinis skaliarinis laukas f: atstumas nuo vieno tasko iki kito erdvéje.

flx,py,z)= \/<x_xo)2 + (y_J/o)z + (Z_Zo)2

f(x’y’z> — |x—x0| + |y_J’0| + |Z_Zo|

f(x,y,z):max“x—xo » 1V = Vol Z_ZOH



Gradientas

* Apibrézimas. Tarkime, kad skaliariné funkcija f, apibréZianti skaliarinj
lauka srityje (2 C R", yra diferencijuojama Sioje srityje. Vektoriné funkcija

of of d_f)

Or, Oxro O,

grad f = V[ = (

vadinama skaliarinio lauko f gradientu.

Pagrindinés gradiento diferencialinio operatoriaus savybeés (jsitikinkite sava-
rankiskai):

1. Ve=0=(0,0,...,0), kur ¢ - konstanta.
2. V(f+9)=Vf+Vg.

3. V(fg) = fVg+gVFf.



Gradientas

* Kaip Zinome, vieno kintamojo funkcijos iSvestiné parodo funkcijos kitimo
greit] ir kryptj (didéjima arba mazejima). Keliy kintamujy funkcijos daliné
iSvestiné parodo jos kitimo greitj bei kryptj pagal atitinkama kintamajj,
geometriskai — atitinkamos koordinatinés asies kryptimi.

* Apibrézkime dydj, apibudinantj skaliarinés funkcijos kitimo greitj bet kuria
kryptimi ir parodykime jo sarysj su funkcijos gradientu.



Gradientas

Tarkime, kad € € R™ yra vienetinio ilgio vektorius (|e] = 1). Jis nurodo tam
tikra kryptj sioje erdvéje.

Apibrézimas. 1.1.5 Skaliarinés funkcijos f isvestine vektoriaus € kryptimi taske
70 € 2 C R vadinama riba

Def() = lim f(;E“-J-h,i‘) - /(&)

(1.1.2)

St riba dar vadinama kryptine isvestine ir Zymima simboliu g



Gradientas

teorema. 1 Jei skaliariné funkcija f yra diferencijuojama taske 3°, tai Siame
taske ji turi kryptine isvestine bet kuria kryptimi (Ve e R" : |el =1) ir

Dzf(2°) = Vf(&°) - €. (1.1.3)

Jrodymas. Fiksuotam taskui 7V ir krypties vektoriui € apibrézkime vieno

kintamojo funkcija 7#(h) = ¥ 4+ he. Sudétiné funkcija G(h) = f(#(h)) yra
diferencijuojama taske h = 0, todel is 1.1.5 apibrézimo gauname:

= G'(0).

Pritaike sudétinés funkcijos pilnosios isvestinés taisykle ir dviejy vektoriy
skaliarines sandaugos apibrezimag, gauname
Oh lh=0 c’)‘T&

=Vf(i’)-e O

GT



Gradientas

ISvada 1 Funkcijos kryptiné isvestiné lygi jos gradiento projekcijai atitinkamame
vektoriuje:

Def(2°) = V(') - €= |&] pra Vf(2°) = pra V().

Pavyzdys. 1.1.3 Rasti skaliarinio lauko f(x,v,z) = x*yz iSvestine vektoriaus
i =40 — 47 + 2k kryptimi taske P(li=171).

ISvada 2 Funkcijos f gradientas taske P nurodo jos greiciausio augimo (mak-
simalaus didéjimo) krypti ir greiti (|Vf(P)|) Siame taske (jei Vf(P) # 0).
Atitinkamai =V f(P) (taip vadinamas antigradientas) nurodo funkcijos f grei-
ciausio mazéjimo krypty ir greitj (—|V f(P)|) taske P.

ISvada 3 Jei funkcija [ apibréZia invarianting skaliaring laukq srityje $2, tai V f
apibrézia invarianting vektoring laukq Sioje srityje.
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Gradientas

Apibrézimas. 1.1.6 Jei vektoriné funkcija ©(P) gaunama kaip skaliarinés funk-
cijos f(P) gradientas, t. y. ¥(P) = grad f(P), tai funkcija f(P) vadinama v(P)
potencialu (arba potencialo funkcija), o pati vektoriné funkcija U(P) ir atitinka-
mas vektorinis laukas vadinami potencialiniais arba konservatyviaisiais.

Potencialiniai (konservatyvieji) vektoriniai laukai yra labai svarbus fizikoje.
Tokiy lauky pavyzdziai yra gravitacinis (gravitacijos jégos) ir elektrostatinis
(Kulono jégos) laukai.



Lygio pavirsiai

Apibrézimas. 1.1.7 Trimacio skaliarinio lauko lygio pavirsiumi vadinama geo-
metriné vieta tasky, kurivose skaliarinés funkcijos f = f(x,y,z) reiksmés yra
pastovios, t. y. lygio pavirsiy nusako lygtis f(x,y,z) = ¢ = const.

Duvimacio skaliarinio lauko atveju gaunamos kreivés (f(x,y) = ¢ = const),
kurios vadinamos lygio kreivémis arba izolinijomis.

Lygio pavirsiai ir lygio kreivés yra skaliarinio lauko geometrinés charakteris-
tikos. Gerai zinomi pavyzdziai yra izolinijos, pazymincios reljefa topografiniuose
zemelapiuose, izobaros (vienodo atmosferos slégio kreives) ir izotermos (vieno-
dos temperaturos kreivés). Fizikoje potencialo lauko lygio pavirsiai vadinami
ekvipotencialiniais.
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Lygio pavirsiai

teorema. 2 Tarkime, kad trimatés erdvés pavirsius S yra nusakomas lygtimi
flz,y,z) = ¢, 0 skaliariné funkcija f yra diferencijuojama sio pavirsiaus taske
P(xo,y0.20). Jei taske P funkceijos f gradientas yra nelygus nuliui (grad f(P) #
ﬁ), tai jis yra pavirsiaus S normalés Siame taske vektorius.

[rodymas. Tarkime, kad 7(t) = (z(f), y(t), 2(t)) yra kreivés C, gulincios
pavirsiuje S ir einancios per taska P, parametrine reprezentacija, t. y.

flz(t),y(t),z(t)) = ¢ visiems t, (L1.5)

r(to) = (0, Yo, 20)-
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Lygio pavirsiai

Tarkime, kad si kreivés reprezentacijos funkcija yra diferencijuojama taske
to. Tada vektorius 7' (ty) = (2'(tg). 9 (to), 2'(tg)) yra kreivés C' liestinés taske P
krypties vektorius. Visy tokiy kreiviy liestinés sudaro pavirsiaus S lieciamajg
plokstumq taske P. Diferencijuodami (1.1..5) lygtj pagal ¢ ir kairei jos pusei
taikydami sudétinés funkcijos diferencijavimo taisykle taske t; gauname:

&1t u(0),20)]_ =50 2 (1) =
(grad f(P)) - 7 (to) = 0.

=ty Jdrlp
IS ¢ia gauname, kad vektorius grad f(P) yra statmenas bet kokios kreives, gu-
lincios pavirsiuje S ir einancios per taska P, liestinei siame taske, t. y. jis yra
statmenas pavirsiaus lie¢iamajai plokstumai tame taske.

Primename, kad tiesé, nubrézta per lietimosi taskg P statmenai lie¢iamajai
plokstumai, vadinama pavirsiaus normale taske P, o Sios tiesés krypties vekto-
rius — pavirsiaus normalés vektoriumi Siame taske. Taigi vektorius grad f(P)
yra pavirsiaus S normalés vektorius taske P. 0O

(to) + f‘ (to) + =| =
0z | F
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Lygio pavirsiai

Pavyzdys. 1.1.4 Rasti pavirsiaus x° + y* + 2% = 9 (1.2 pav.) normalés vektoriy,
normalés ir lieciamosios plokstumos lygtis taske P(2;1;2).

1.2 pav. Pavirsius (sfera), lie¢iamoji plokstuma ir normalé n taske P
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Vektorinés linijos

Apibrézimas. 1.1.8 Vektorinio lauko f vektorinémis linijomis vadinamos kreives,
kuriy kiekvieno tasko liestinés kryptis sutampa su to lauko apibréZtais vektoriais
siuose taskuose.

Jeiqu vektorinis laukas yra kokios mors jégos laukas, tai tokios vektorinés
linijos dar vadinamos jéqos linijomis (pavyzdZiui, elektros lauko jégos linijomis).

Jeigu vektorinis laukas yra kokio nors tekéjimo greicio laukas, tai tokios
vektorinés linijos dar vadinamos tékmés linijomis (pavyzdziui, tekancio skyscio
tékmés linijomis).
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Vektorinés linijos

Tarkime, kad 7(t) = (z(t), y(t), z(f)) yra vektorinés linijos parametrinis pa-
vidalas. Tada is 1.1.8 apibrézimo gauname, kad Sios kreivés liestinés krypties
vektorius

P = (1), o/ (1), #(1)) = (d/dt, dy/dt, dz/dt)

turi sutapti su vektorinio lauko f = (fy, fa, f3) vektoriais visuose kreives tas-
kuose, t. v.

(4L = f(7(1))
4 df,r = f(7t)  arba f1 _ f}g _ f}; (11.6)
= f3(r(t))

Taigi, vektorinés linijos yra (1.1..6) diferencialiniy lygciy sistemos sprendiniai.

Pavyzdys. 1.1.5 Yra Zinomas tekancio skyscio greitis srityje 2 = [-1, 1] x
(=1, 1): ¥(x.y) = yoi — Jyj. Rasti ir nubraizyti skyscio tékmés linijas.
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Vektorinés linijos
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Uzdaviniai

. Lygio kreivemis pavaizduokite duotg skaliarin] lauka f, o rodyklémis —
vektorinj lauka V f:

a) f=2*+5y% b)f=

. Duotas tekancio skyscio greicio potencialas f. Raskite skyscio greitj taske

. Kal:

=

a) f=In(z* +¢%), P(4;3);
by f=e%sny,; P(1:n);
¢c) f=(x+y+2+22)"Y2 P(21;2).

3. Duotas plokstumos temperaturos laukas 7. Nustatykite, kuria krypti-

mi temperatura taske P auga grei¢iausiai. Rodykle pavaizduokite rasta
kryptj:

a) f = arctan 4, P(2;2);  b) f=1/(z* +4?), P(4;0).

{. Kalno pavirsius yra nusakytas kaip funkcija z(z,y) = 2000 — 4z* — y?, nu-

rodanti kalno tasko aukstj virs juros lygio. Raskite greic¢iausio nusileidimo
kryptj taske P(3;6). Kaip atrodo kalnas?

18



Uzdavinial

5. Raskite pavirsiaus S lieciamosios plokStumos ir normalés lygtis taske P:

a) 9: z° — yg + 422 = 67, P(-2;1;4);

b) S: 2%+ 3y> + 22 =28, P(4;1;3);

c) S: z=z%+y+2, P(3;4;25).
6. Raskite pavirsiaus zy 4+ 2° 4+ 2z = 1 lie¢iamosios plokstumos lygti, kai ji

lygiagreti plokstumai z — y + 2z = 0.
D

7. Raskite kampa tarp skaliariniy lauky u = In(z? + 9 + 2%) ir
v = 22% — 3zy + y%2 + 2zy2 taske P(1;-2;2).

8. Raskite skaliarinio lauko f kryptine isvestine taske P nurodyta kryptimi:

a) f=2xyz, P(—1;1;3) vektoriaus @ = (1, 1, 2) kryptimi;

b) f=(2?+y+242%)7Y2 P(4;2; -4) funkcijos gradiento Siame taske
kryptimi;
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Divergencija

Apibrézimas. 1.2.1 Tarkime, kad vektoriné funkcija f apibréZianti atitinkamaq
vektoring laukq srityje {2 C R™, yra diferencijuojama sioje srityje. Skaliariné
funkcija

af? af-n-
. 1.2..1
+ 0o £l o, ( )

vadinama vektorinio lauko f divergencija. Diferencialinis operatorius div vadi-
namas divergencijos operatoriumi.

Kitas populiarus divergencijos operatoriaus zymeéjimas gaunamas naudojant
gradiento operatoriy V (nabla) ir skaliarine sandauga:

i s m D B ) ~ 0
fll\'f—v*f_ (M:Mt"'!axn)+(‘T11$27"'1$ﬂ-)_28$i L

=1

Pavyzdys. 1.2.1 Rasti vektorinio lauko f (&0, 2) = 30221 + 222%yj — yzgf; diver-
gencijq ir jos reiksme taske P(1; 2; —1).
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Divergencija

Pagrindinés divergencijos diferencialinio operatoriaus savybés (jsitikinkite
savarankiskai):

1. dive =0, kur € — pastovusis vektorius.

2. div (f + §) = div f + div g,

3. div (kf} — kdiv f, kur k — konstanta.

4. div (uf) = udiv f + f - Vu, kur u — skaliariné funkcija.

Naudodami divergencijos operatoriy is vektorinio lauko gauname skaliarinj
lauka. Galime jrodyti, kad jei vektorinis laukas f yra invariantinis (nepriklau-
so nuo koordinaciy sistemos pasirinkimo), tai skaliarinis laukas div f irgi yra
invariantinis.
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Divergencija

Vektorinio dydzio divergencija fizikoje turi svarbig prasme. Divergencijos
laukas rodo vektorinio lauko iSeinanciojo ir jeinanciojo srauto skirtumus kiek-
viename apibrézimo srities taske. Todél divergencija vektorinio lauko Saltiniy
taskuose yra teigiamoji, sugérimo arba sankaupos taskuose — neigiamoji ir vi-
suose kituose apibrézimo srities taskuose — lygi nuliui.

Apibrézimas. 1.2.2 Vektorinis laukas, kurio divergencija lygi nuliui visuose sri-
ties taskuose, t. .

—

divf =0 visiems T € {2, (1.2..2)
vadinamas solenoidiniu arba nespudZivoju lauku.

Pavyzdziui, nespudziyjy skysciy tekéjimo greicio laukas o visada tenkina (1.2..2)
Iyet], kuri skysciy dinamikoje vadinama nespudumo sqlyga. Todeél tokiy skysciy
tekéjimo greicio laukai visada yra nespudieji.



Laplaso operatorius

Apibrézimas. 1.2.3 Tarkime, kad skaliariné funkcija f, apibréZianti atitinkamg
skaliaring laukg srityje £2 C R"™, yra du kartus diferencijuojama sioje srityje. Di-
ferencialinis operatorius, atvaizduojantis skaliaring laukg f § Sio lauko gradiento
divergencija div grad f, vadinamas Laplaso' operatoriumi (arba laplasianu) ir
Zymimas A (arba V?), 1. .

Af =divgrad f  (arba V2f =V-VJ). (12.3)

Staciakampeéje koordinaciy sistemoje is 1.1. poskyrio 1.1.4 apibrézimo ir 1.2.
poskyrio 1.2.1 apibrézimo gauname, kad

T AN
Vii=v (3;1?1’@:1:2’”"3:1?” "ol Tt e
(12.4)

Pavyzdys. 1.2.2 Apskaiciuoti skaliarinio lauko f(z,y,z) = % Laplaso operato-
riy Af. )
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Laplaso operatorius

Pagrindinés Laplaso diferencialinio operatoriaus savybés:
1. V3(f 4+ g) = V2f + V?g.
2. V(fg) =gV*f +2Vf Vg + fVi.

Jrodymas. Sias savybes nesunkiai jrodome pasinaudodami jau jrodytomis
gradiento ir divergencijos operatoriy savybémis:
LV(f+9)=V-V(f+9)=V-(Vf+Vg) =V -Vf4+V -Vg=
V2 + V.
2. VXf9)=V -V(fg)=V-(gV[+[Vg)=V-(gVf)+V(fVg) =
gV -Vf+Vf-Vg+ fV-Vg+Vg -Vf=
gV +2Vf Vg+ fV?g. O
Laplaso operatorius yra ypatingai svarbus fizikoje. Jis naudojamas sudarant

matematinius modelius, kuriais aprasomas bangos sklidimas, silumos, skysciy
tekejimas, difuzija ir daugelis kity reiskiniy.



Rotorius

Apibrézkime paskutinj bazinj (kartu su gradientu ir divergencija) lauko teo-
rijos diferencialinj operatoriy — rotoriy. Kaip ir ankstesniuosius, §i apibrézima
pateikiame staciakampéje (Dekarto) koordinaciy sistemoje.

Apibrézimas. 1.2.4 Tarkime, kad vektoriné funkcija f(.-r,y, z) = fri+ fa] + fy,E,
apibréZianti atitinkamaq vektoring lauka srityje 2 C R3, yra diferencijuojama
sioje srityje. Vektoriné funkcija

o (0fs 0f\+. (0h Ofi\+. (0f O\
mtf_(@y az)t—i—(az 3:!?)‘?—'_(63? ay)k (1.2..5)

vadinama vektorinio lauko [ rotoriumi. Diferencialinis operatorius rot vadina-
mas rotoriaus operatoriumi.

Kitas populiarus rotoriaus operatoriaus zymeéjimas gaunamas naudojant gra-
diento operatoriy nabla ir vektorine sandauga:

i ]k
a d 0
dr dy 0
i fo  fs

rot f=V x f =

(1.2..6)

[}
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Rotorius

Kaip matome is pateikto apibrézimo, naudodami rotoriaus operatoriy is vek-
torinio lauko gauname kita vektorinj lauka. Aptarkime jo fizikine prasme. Kiek-
vienam srities taskui @ € 2 rotoriaus vektorius rot f parodo atitinkamo vekto-
rinio lauko f sukimasi (sukuriavima) Siame taske. Rotoriaus vektoriaus kryptis
nurodo sukimosi asj (ir kryptj pagal desiniojo sraigto taisykle).

Rotoriaus vektoriaus ilgis nurodo sukimosi greitj atitinkamame srities taske.
Sukimosi kampinis daznis (greitis) w gaunamas kaip

1 "
W= —|rot J|.
ot f]



Rotorius
Pavyzdys. 1.2.3 I[snagrinéti vektorinj lauka f(z,y,z) = Lyi

yr — ;r; ir rasti jo
rotoriy.

e
He | =

o5t/ 7 7 T TN\
T/‘ £
t




Rotorius

Apibrézimas. 1.2.5 Vektorinis laukas, kurio rotorius lygus nuliui visuose srities
taskuose, t. 1.

rot f =0 visiems x € (2,

vadinamas besukuriu lauku.

Pagrindinés rotoriaus diferencialinio operatoriaus savybes (isitikinkite sava-
rankiskai):

1. rot ¢ = 0, kur ¢ — pastovusis vektorius.

2. rot (f + §) = rot f + rot §.

3. rot (kﬂ — krot f, kur k — konstanta.

4. rot (u f) = urot f + Vu X f kur u — skaliariné funkcija.

Kaip ir gradiento bei divergencijos operatoriy atvejais, rotoriaus operato-
riui yra jrodoma svarbi lauko teorijoje savybeé, kad jei vektorinis laukas f yra
invariantinis (nepriklauso nuo koordinaciy sistemos pasirinkimo), tai vektorinis
laukas rot f irgi yra invariantinis.
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Antrosios eilés diferencialinés operacijos

* Skaliarinio lauko gradiento, vektorinio lauko divergencijos ir rotoriaus
radimo operacijos vadinamos pirmosios eilés diferencialinémis operacijomis.

* Jei skaliarinis ir vektorinis laukai yra bent du kartus diferencijuojamos savo
apibrézimo srityje, tai yra galimos tokios gradiento, divergencijos ir rotoriaus
operatoriy kombinacijos:

div (grad f), rot(grad f), grad(divv), div(rotv), rot(rotd).

4 i
s ¥

Sios operacijos vadinamos antrosios eilés diferencialinémis operacijomis (arba
kartotinémis lauko teorijos operacijomis).

Kartotine operacija div (grad f) apibrézia labai svarby Laplaso operatoriy
Af. Suformuluokime ir jrodykime teorema, kurj nusako kity dviejy kartotiniy
operacijy rezultata ir kartu parodo rysj tarp atitinkamy diferencialiniy opera-
toriy.
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Antrosios eilés diferencialinés operacijos

teorema. 3

1. Jei skaliariné funkcija f, apibréZianti atitinkama skaliaring laukq srityje
2 C R, yra du kartus tolydziai diferencijuojama Sioje srityje, tai jos gradiento
rotorius yra nulinis vektorius, t. y.

rot (grad f) =0 visiems 7 € (2. (i2.7)

_‘.

2. Du kartus tolydZiai diferencijuojamos vektorinés funkcijos f rotoriaus
divergencija yra lygi nulivi, t. y.

div(rot ) =0 visiems 7 € {2, (1.2..8)
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Antrosios eilés diferencialinés operacijos

[rodymas.
1. Nuosekliai taikydami (1.1..1) gradiento ir (1.2..6) rotoriaus operatorius
skaliarinei funkcijai f gauname:

rot (grad f) =V x Vf = gr Oy 0z |=
dr dy 0z

dof daf\- (0df 00f 7 E@_Eﬂg
Oy 0z 0z dy "\ 9: 9201 Or dy Oy Ox

(H‘Ef rﬁf) (ﬂgf_f?"}f)gr(agf agf);:
dydz  0z0y 020z 0201 )’ drdy  Oyox

0i — 07 + 0k = 0.




Antrosios eilés diferencialinés operacijos

2. Nuosekliai taikydami (1.2..5) rotoriaus ir (1.2..1) divergencijos operatorius
vektorinei funkcijai o = v14 + v97 + v3k gauname:

: . dus dug\ - [(Ovy Ovg\ - [Ovg Ovy\ »
d / t T = ' - — — . - — — - i k‘ —
v{rotd) =V ((63; E)‘z)?Jr(@z b‘:;c)jJr(b‘x 8y) )

3 31.!;; B 5'&'3 n Eﬂ f?’-‘_?l B 31.!3 i 3 ff?"'Ug B E)’ul B
dr \ dy 0z dy \ 0z O 0z \ oz Oy /)

Fvs vy . Fui 0 . Fvy 0 0
Ordy  O0rxdz  Oydz Oydr  0z0x 020y

(Cia abu kartus pritaikéme zinoma matematinés analizés teiginj, kad jei funk-
cija yra du kartus tolydziai diferencijuojama, tai misriosios isvestinés reikSme
nepriklauso nuo diferencijavimo tvarkos. O

32



Uzdavinial
1. Raskite duoto vektorinio lauko f divergencija:

Fl.) f(‘}‘;yﬂ Z) — (33:22._. 21]';'2'3;__‘ —yzz);

—

b) f

c) f(z,y,2)
d) f(z,y,2) = (e2® cos2y, €>*sin2y, be
T 1)

E) f( = (fl(y: Z), fZ(Z:m)v f;}(fy))

.
2. Raskite duoto vektorinio lauko f divergencija tiesiogiai pagal apibrézima
ir panaudodami atitinkamg divergencijos operatoriaus savybe:

z,y,2) = (* + 3%, 2wyz, 2° +z°);

o

1

x,y,2) = (sinzxy, sinzy, zcoszy);

22).
1

Y

a)i P=aiBeie, 1,2);

b) f=(a?+y* +22)7%(x, y, 2);
¢) f = e (azi+ byj + czk).
3. Raskite duoto skaliarinio lauko f Laplaso operatoriy:
a) f=w+z)/(y—z);
b) f =cos?x —sin?y;
€) =ty
d) f=z—-4y2?+y%

e) f=arctg(y/z);
f) f e IE.".r:z—ft_,ﬁ2 COS 21'3;.



Uzdaviniai

4. Raskite duoto vektorinio lauko f rotoriy:

= (In(z? + y?), 2arctg Z, 0);

&S

5. Duotas stacionariojo skyscio tekéjimo greicio laukas ¢. Issiaiskinkite, ar
skystis yra nespudusis, ar tekéjimas yra besukuris? Pavaizduokite tekéji-
mg, rotoriaus lauka:

a) ¥ = —x2j;



Uzdaviniai
6. Tarkime, kad @ = (y?, 22, z2), 7 = (yz, 2z, zy), f =zyzirg =z +y+=z.

Apskaiciuokite reiskinius (kai galima, dviem budais: pagal apibrézima ir
panaudodami vieng i$ rotoriaus operatoriaus savybiy):

a) rot ¥, rot (fv), rot (gv);

b) rot (fa), rot (gv);

c) @ X rot ¥, ¥ X rot 7;

d) @ -rot v, U - rot u;

—*

e) rot (U x v), rot (¥ x ).
9. Duotas vektorinis laukas ¢. Apskaiciuokite grad (div ) ir rot (rot 7).

a) U(r,y,z) =11
b) #(e,y,2) = (2% +42)i + (4 + 22)j + (2 + ks
¢) Hx,y,2) = 22+ P+ 22 (1 + ] + ).

L

JL-I—sz-I—rzk

n--:l
T
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